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For the basis of two methods of statistically treating many correlative physical 
quantities flL1ctuating only in positive region， the method using the joint characteristic 
function in a form of Hankel transform and the expansion method in a form of 
orthonormal series were introduced in the previous papers. 
We are weII aware of the fact that the energy fluctuation of random current comes 
to the front in almost aII of the noise measurements. More explicitly， when many 
random processes are passed through non-linear circuit elements such as energy 
detector and the energy output f1uctuation is considered， the probabi1ity variables 
defined over positive region in a functional space are fundamental quantities in phys-
ical engineering. 
First， we consider only the definition region in which the actual random physical 
quantities fluctuate (e.g.， ifwe take the energy， its definition region extends over 
( 0，∞))， and then expand the probabi1ity density distribution function which governs 
the random physical quantities in the form of series expansion within its definition 
region. We use the appropriate number of terms in the series expansion according 
to the stability of distribution or the necessity for practical use. 
As to the above series expansion， ifour attention is particular1y focused on the 
possibility of straightforward uti1ization in engineering problem， we don't always take 
the form of an orthonormal series expansion. The kernel of this paper consists of 
providing several methods for the decomposition of superpositions of gamma type 
distribution functions of one variable in the form of non-orthogonal series expansion. 
Further， this paper deals with its uti1ization in concrete cases tOO. 
From this point of view， several gamma type expansion expressions of the probabi-
lity density distribution of the random energy fluctuation in the form of non-orthog-
onal series expansion are derived， by means of the Laplace type characteristic function， 
particularly in connection with the Gaussian random noise problem. In this case， each 
of the term in the above expansion expressions is reasonably described by two para-
m，eters， one of which takes successively each value of positive integers. 
恭助教授
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The theories described in this paper seem to have some importance for several 
fields of measurement on the random phenomena. 
1緒論
多種多様な変動の型を含む不規則変動の統計的処理
方法としては，変動の型いかんによって，すでに発表
したごとと19弘二つの対照的な解析方法が考えられ
るo すなわち，必然性と偶然性のからみあった雑音変
動の中から， (i)内在する必掠性に力点をおき，まず
本質的な因果的法則性に着目し，これを橋渡として内
部構成から結果の分布を見出す生成的方法と， (ii)内
在する偶掠性に力点をおき，まず結果的な無作為揺動
そのものに着目してこれを確率重価をもつある集合と
みる集合的方法がこれであるD
後者の集合的方法は，関係する要因多く，生成的方
法から導くにはあまりに複雑か，あるいは本質的法則
性の見出されていない現象論的段階において，工学的
要求から何らかの対策を施さねばならぬような不規則
雑音の統計的評価において有効である口
このように多様な変動を統一的に処理するために
は，どうしても流動する不規則さの中に共通して保た
れる明白な普遍的性質をまず見出して，これを手掛り
とせねばならず，たとえば明白さの高い雑音の変動域
〈区間〈一∞，十∞〉内で変動するとか，区間(0，+∞〉
内で変動するといったこと〕に着目して，結果的な動
揺の確率分布を，級数展開表示といった聞いた姿で対
処也i73おり安定さや行動への必要さに応じて適当な
項数に止めるやり方がこれであり，結果の分布を問題
にする時，前者におけるがごとき個々の要素的分布の
型を初めに仮定しないですむ利点がみられる。もちろ
ん，対象に関する明白さのより高い情報が見出される
のであれば，この拘束的情報を利用して探究の幅をさ
らに縮めていかねばならぬこという五ふ払ない。す
でに発表した Hankel変換型特性関数法もまた，変
動域としての『正領域」なる情報を生かした手法とい
える。
2 組数展開型統計処理方法の工学的意義
すでに，上の関数展開型統計的処理方法として，統
計的Hermite展開や統計的 Laguerre展開による一
試みを発表L2i1246〕あるが，その主な利点は，い
かに複雑な不規則波形に対しても，それらの中に，正
負の変動域(ー∞，+∞〉または正領域(0，∞〉
のみの変動といった明白な情報が横たわっている
のであれば，素朴ではあるがこの基本的な性質にま
ず着目して， 各次数の異なる Hermite直交関数や
Laguerre直交関数といった予め既全日のパター γでも
って，常に任意不規則波を瞳紐別に攻究できる点であ
った。ちょうど， 1.-、かに複雑な時間波形でも，それら
を通して「時間的周期性」といった明白な情報があ
るのなら，この素朴な基本的性質だけに着目して，
Fourier展開型調和分析が可能であり，決定論的任意
周期波形に対して常に正投，または余弦関数といった
一定の型をもっ機能単位で， しかも階級別(周寝敷
引!J)に攻究できるがごとくである口
各種紐数展開表示のうちでも，特に統計的正規直交
関数展開表示を用いるときは，各展開係数の決定を，
他の展開係数に何等干渉効果を受けることなく，個々
に独立に行なうことができ， しかも無限紐数での展開
表示を任意の有限項で、打ち切っても，なお確率条件，
J -∞ P(x)d玄=1を充すといった長所をもってい
る;吋訟で，他面，このような級数は実際的立場で l
般に条件収敵，特に交代級数の形で現われることしば
しばであり，工学的要求から各展開係数のもつ物理的
意義を問題とせず，結果の分布形状を速かに救いたい
時は，収献の速さにおいていくらか劣るといった短所
も持ち合わせている口
一般に，現象の不規則さに関する多様な諸側面のう
ち，いかなる情報にどの程度の焦点をおくかによって
は，各種展開型統計処理方法のうちでも，正規直交展
開といった正攻法を常に採る必要はなく，時には直交
性を犠牲にしてでも要求に沿う他の側面(たとえば収
散の速さ〉を重視する別な展開処理方法もまた，真理
性より有効性にいくらか重心をおく工学的側面におい
ては， 実際的手法といえよう O たとえば，詐心 chi-
叩町e分4iZ1項が母散の暗級的に異なるr-合布
型で与えられた，やはり級数展開表示の形で定義され
てはいるが，各展開項聞には何等直交性がなく，その
代り，各展開係数はすべて正値を示し，収融が極めて
速く，したがって，非心 chi-square分布としての結
果的な全分布形状を知るには，実際的に価値ある表現
方法であるo
以上の見地から，この論文では，数学的厳密性に捉
われず，正領域でのみ揺らぐ任意不規則現象の確率密
度分布表示を， 直交性を犠牲にする代り，一定の r-
分布型パタ{ンの集合幻(ただし， 各展開項に位置す
るr-分布の母数は階級的に異っている〉で構成する
方法を示す。
一般に.Poincareの任意関数の方法によれば，た
とえ内部構成の各要素的分布の形を知りえても，要素
の個数が十分大となるに従L、，個性がけずられ，全体
としての統計的分布にはあまり影響しなくなることあ
るに照して，後者の集合的見地にたち，発生源よりも
変動の多様な振舞自体により多く注視した結果的分布
の機能的構成方法も考えられ，この論文における手法
は，その内部構成の要素的機能単位として.r-分布型
を用いたことに相当すると考えることもできる。
3 正領域揺らぎ分布のr-分布群による
一般構成法
展開表示による非心 chi-square分布の定義式に示
唆を得て，正領域でのみ揺らぐ在意確率結合密度分布
表示P(E] ， Ez • …・・，Ek) のr-分布群による一般展開構
成法を考察する口
まず. P(EI，E2"…・，Ek)の結合積率母関数，
M(tl，t2'...，t心が次のごとく展開され得ることに
着目する口
M(t1，仏・，ゆくJlEI+tz民+...+t品〉
=1f (1-Stti)-隅・~~~"'2:a(ν 1 ， 112 ・ νk)
t=1 ‘ν1).12 ).Ik 
-(1-sω-Jl1(1-S2ω 一均 (l-s叫叶)
(si==2At) ・H ・H ・...…(1)
ここで，変数変換:
1 -Siti = 1/Xi -・・・・・但)
を施して，式(1)は次のごとく書き改められる口
M(旦二L …・・~空空=?)=(ベ(X判1陀x
¥81Xl SkXk / 
(52 54M，・・ vぷL7.J)-H(3)
今，結合積率母関数から，
lI./f( Xl -1 X2 -1 Xk -1¥ 
G(Xl，X2.…，Xk) ==ー は戸1， 82五…，SkXk ) 
〔五云7二瓦予「一一
..t...・・(4)
なる量を定義すれば，
G(Xl ， X2 ，…一 ， Xk)三2::~"'2::a(ν1 ， ν2 ，…， νk)
‘Jl1 Jl2 Jlk 
ν1ν Jlk 
Xl X2 xk 
.ー....・・・(5)
の多変量ベき級数展開表示が導出され，これは多変量
Taylor展開による次の表示に対応する。
Jl1νzνk 
G、(Xl，X2，…，Xk)=2:2:"'2: XIX2…勘
1 Jl2 Jlk νlIJ121.ν'k! 
内+均十… E
11 
lz 応G(0，0，…，0)
θ玄l
J1
1a玄ZVB...8xhνι
.....・ー・ (6)
すなわち，展開係数は，
、 aν1+μ2+・口+lIk
al 仏.JlQ..・，JI，)= ー . 
、"“ノJl
1!νd…).Iki -aXl Jll aX2ν2..θxJh 
( Ej乙1m す L)1， 
なる関係で算出される口
Xl=X2=…=Xk=O 
......(7) 
この無限項からなるべき級数展開表示の各項を適当
な副群に分割し各展開項が Laguerre多項式の形
でまとまるよう整理して書き改めた展開表示が，すで
に発表した統計的 Laguerre展開表示だといえるo
すでに述べたごとく TI直交性を犠牲にして， Levy 
の連続公式から，式(6)(7)の結合積率母関数の展開表示
をそのまま表領域の結合確率分布表示に改めれば，
P(E1，E2，.. ，Ek) =塁王子(Jl1 • Jl2 ，.... Jlk)
Pr(E1;SI，m十ν1)・Pr(E2;sz，m+Jl2)
…Pr(Ek，Sk.m+均〕….....・H ・"'(8)
の展開表示が結果され，各展開項には，母数が階級的
に異なる同ーのr-分布表示:
Pr(Ei;Si.m十円)= . m+ .~， '0" r(m十円)sl.LL 
・ 
Eim+町一1.e-Ei/Si ・H ・-……ゆ
が位置している口
すなわち，正領域でのみ揺らぐ不規則波の結合確率
密度表示が，母数は階観的に異なるが，すベで同ーの
F“型確率分布を展開各要素として構成することがで
き，各展開項の関数形がその次数とともに，すっかり変
ってゆく統計的 Laguerre展開表示とは異った実用
上の便利さをもち合わせているo
吟味をかねて，規則信号の内在した白色雑音の不規
則平均 Energy動揺分布としての Bessei32t}:B
〕
I /一一一、叫-1 咽 -E+Eo 
P(E)=(イ古r'+e--S-一丸1¥
千〆町)恒=2A) ........(瑚
を具体例にとる。この積率母関数は，
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M(t)= ~帥f . Eo:L 1恒=2A)(1-st)m --z:-l l-st J 
~ t • • • • • • • .・・・・・但)
で与えられ，式(3)でK=lとすれば，
I _ 咽¥Eo Eox 
M(-='こと)=xm.e--s-.e-s-.… H ・H ・-・…附
¥sx / 
の表示が算出される。式性)に対応する表示は，
一-E臥町0/代/
G(x) = e = e 1 ~ ，- s 
+す(一号Y+す(寺子+......}
・・伯)
となり，ここに，各展開係数(7)は，次の表示で与えら
れる。
a().I)ニす(与)ν .....t・・(14)
結局，式(1)に代入して，式(叫の積率母関数は次の展開
表現をとることができる。
-e;国唱 ー(m+).I
M(t)=e ・2 ー午e).l・(1-st)
v=o ": 
(e = Eo/s = Eo/2A) ・H ・H ・H ・.M)
式(8)に対応して，結果のr-分布群構成による展開表
示は，
-e; 
P(E)=e ・呈 JιPr (E;山+の (s=2A) 
).1=0 ).1) 
...(16) 
で与えられ，式(10)の Bessel-型確率密度陽表示は，他
方では式出)の展開表示の形で与えられ得ることをこれ
は示しているo非心 chi-square分布なる名称3)は式
闘の展開表示に与らられており，とりもなおさず，非
心 chi-square分布i主 BesseI-分布そのものである
ことが直察される。
4 r-分布型展開構成の初項に関する性質
正領域でのみ揺らぐ一変量確率密度分布を r-分布
群に展開したとき，その初項に関する性質をまず調べ
ておこう。ー変量のとき，式(4)(5)の表示は，
国 1 ."，1 唱¥G(x)=~ a(ν)X).I=でエ-M(三二土). . "'(1'司
ν=0¥ 
すなわち，
~O:コ x-l n
~ a(ν)xmャν=f es王-1:..P(E)dE 
).1=0 00/ 0 
-・但)
の関係で与えられる。式(8)から自明のごとく， a( 0) 
はr-分布型展開構成の初項に位置する展開係数であ
り，上のベき級数展開でx→Oに対応する。
一方. Laplace変換における相期値定理を参照し
て，式加)でx→OはE→Oに対応し，したがって， P 
(E)を，
p(E)=EnO・~ A(n)En 
n=O 
. .cr9l 
のごとし E=Oのまわに Talor展開表示する。闘
を式刷に代入し，積分:
れ(け1L=r九PTEνdE
Aν 00/ 0 
を利用して，
国一 I1-x \~品
判官)=言。fOeklF勺 (n〉fTU
国 f 四回 、no十n+l
dE= ~ A(n)r(Do十n十1)/.;:'A " 1 
叫;"o.-，-r，-u • - • L/l(1-x) J 
...(2~ 
の表示が導出されるO 一方，式聞の関係から，式側は
言。 a(叫が+隅
に一致せねばならず， したがって x→ 0における対
応関係から，
A(o)r(no+ l)sno+ 1 x no+ 1 = a(O)xm ……仰
すなわち，
no+ 1 =m a(O)ニA(O)r(m)伊 ....t...舗
の関係を充さねばならず，結局， (8)の一般表示は， P 
(E)が，
lim P(E) =A(O)E削
E~O .....・・・舗
の形で与えられる時，このA(O)と no値を用いて，次
のような初項をもっr-分布型展開表示で与えられる。
P(E) =A(o)r(no+l)sno+ lPr(E;s，no+l)+… 
......・・・帥
初項 a(O)だけでなく，一般の展開係数 a(n)は，
式(J9)で与えられる no.A(n)値を用いて，式問側聞
から得られる関係=
豆a(n)x叫=呈A(n)r(no+n+l)sno+n十l
n=O n言。
x叩<>0
=:E A(n)r(no+n+l) 
。十n+l(1-x)n 
no+n+l，-.， ， _ ， _>， "n日+n+l・sUO'-.u.，-L(1 +X+X2+…〕。
の左右両辺において xに関する同じベき指数の項を
比較して決定できるo他方，一般展開表示(8)の初項の
展開係数は，式;(2).(7)より次の関係を用いて算出する
ことも可能である。
a(O.O.…-H，O〉-Hm k (1-sttO宇田
-ti→配(Vi)[[1 
M(tt. tZ.・・・ .tk) 
??? ?
??
次に，各具体例について，r分布型展開構成方法を
とったときの初項の展開係数を算出しておこう D
[1 J [BesseI-分布〕
式仰の Bessel-分布表示に対し，式舗で与えられた
E →0での性質(
問=真{(Z/2)ν+小川十U叶
を利用する ) : 
P(E)~(J吾γ-1ふ・e一 (Eo/2À)
E-O¥-U I 乙A
(〆函)m-l
ヲ「 1 . -Eo/2A_m-l 
r(m) -r(m)(2A)m .，
・・・・帥
を用L、，
A(O) ==e 何 /2A)/山〉則前}
の値が算出される口したがって式聞から，初項の展開
係数は次の表示で与えられる。
a(O) =A(O)T(m)sへ(m=no+l) (s=2A) 
=e -Eo/2A ・H ・H ・..……伺
これは，正確に算出したれ分布型展開表示聞の初
項と全く一致している口
一方，式帥の関係を用いるときは.Bessel-分布の
積率母関数制から，ただちに，
一一Eo/Co = lim (1-st)mM(t) = e -.l!. S .・ H ・..……凶
の結果が算出され，もちろん，式倒の表示と全く一致
している。
[l J [結合 F 分布〕
白い雑音波の平均 Energy動揺において，互いに
位相的行路差ある 2点での結合確率密度分布とその積
率母関数が次の表示で与られることをすでに発表して
いる。 6)7)14)16)
P(E1・Ez)ニ 1 " (j~占~ìm-1T(m)slszC1-P12) ¥tV -91Sが12} 
-一一 一一切一戸函(三L+す)・Im-t(竺シミごし)
-・・・側
M(t1• tz) = [(1-s1t1)(1-S2t2) -P122s1t舟 t2Jー協
.・・倒
13 
式闘の関係を用いて，式闘の r-分布型展開構成にお
ける初項の展開係数は，次のごとく算出される。
a(O.O)=lim r(1-S1以 1-S2t2)γM(t1 • t2) 
t 1 • t2→∞戸
( ， P122S1S2t，t2 ¥-m ==lim {1- ，-"1~ '"1昌 1 ト
t1， t2→∞l ~ (1-s山)(1-S2t2) J 
ニ (1-p122)-m ・H ・H ・..……(抑
式側右辺に現われる因子
k π(1-siti)m 
の Siとしては任意性があり，必ずしも， もとのまと
まった P(Elt E2 • …"，E心表示の母数割と一致させ
る必要はなし、。ときには，収散の速さやその他種々の
工学的要求を充すため，われわれが r-分布展開型各
項にどのような母数をもっ r-分布を持ち込みたし、か
によっては，希望するその母数に，この Siを積極的
に採用することも可能である O 今，特に S10S2とし
て s1(1-P122). s2(1-P122)をとるならば， このよう
な見地に立つ結合 r-分布型展開表示初項の展開係数
は，式側より，
刈 0〉=!hz→∞r(1-sl(1-PI22)t1) 
(1-S2(1-P122)t2) J明M(tlot2) 
lim (1-Stt1)(1-S2t2) 
-t
lo t2→∞l [1-S1 (1 -P122)t1J [1-S2(1-P1z2)t2J 
P122S1S2tlt2 1-隅
[(1-S1 (1-P1z2)t1) [1-82(1-P122)t2J J 
1 P122 l-m -1 (1-P122)2 一 (1-P122)2 J 
=I~l-P122)γm = (1-P122)m .・ H ・..・ H ・-岡
l (1-P122)2 ) 
のごとく算出され，式(却と同一表示を示している。
5 r-分布型展開構成に必要な確率密度
分布の関数型
一般に，一変量確率密度分布P(E)が∞を除く全平
面で有理型で与えられる時 oでない零点を alJ a2. 
…，および0でない極を b10 b2• …，とし， 共に絶
対値の小さい方から並べ，高位の零点や極は重複しで
かくものとすれw'I， P (E)の回数分解型表現が次の形
で与えられることを知っているヘ
1f (，_.lL¥品目rlム」一
明=1\a叫 r--~ L a叫. 2 P(E) =eg(E).Ek∞:、土τγ(， E ¥r E ， 1 
1.11一一一)expl一一一+一一九三1¥ b叫 r--~ l bn . 2 
(去Y+"'+土(去)AnJ
(長Y十+去(ま)向]倒
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ただし n→∞で、 !anf-∞，Ibnl→∞であり，An， 
仰はOまたは適当な正の整数， g(E)は整関数くす
なわち， Taylor級数は到る処収触し，
g(E)=三。QνEν
の形をとる〉分母子の無限積は任意の有界領域で一様
収敵するD
工学的実際において現われる分布P(E)は，ほとん
どが
lim P(E) = 0 
E一~C>O
の性質をもち，したがって，
lim eU(E)= 0 
E-多国
ならねばならず， もちろん， P(E)が整関数なら，
b叫→∞(vn)となり， (:甜式は分子のみの表示となる。
結局，広範囲の分布は次のごとき表現形式をとるとみ
なすことができょう D
P(E)=Ek・f(E)・叫(一芸QnEn} (Q叫>0)
?
ただし，
lim f(E) = 1 
E→。
なるものとする。 P(E)を整関数に限ったのは『一般
に任意関数P(E)が有限区関 [a，b Jで連続とL，
Eを任意の正数とすると，
22くblp肋 co(E)IくE
なるごとき多項式 co(E)が在存する』との Weierst-
rassの多項式近似定理4)に基づき， 許容誤差の常に
ともなう工学的側面においては， P(E)の実際上必
要なEの区聞を有限区間〈その区間の長さがし、かに大
きくとも有限であればよく，区間長大なれば多項式近
年lもそれだけ高次の表現が必要となろう〉に限って十
分だからである。
しかし，邸)式右辺そのものを多項式で近似しないの
は，多くの分布関数が備えている E→∞での指数関
数的減衰(指数関数的減衰でなくとも，その付近にな
ると関数値が十分小となるため，そのようにみなしで
も，工学的実際においては許容誤差の範囲内に収まり
得る〉や E→Oての特性を陽に表現しておきたL、か
らで，このような立場では，むしろ
q(E)=exp{三QnEn}p(E)，
すなわち，師)式内の f(E)のみを， weierstrassの
定理に基づき，実際上重要な有限区間内で多項式近似
するのだとみなせばよL、。
実用的な簡便さのため，式問)右辺に現われる各 Qn
の内， Qo， Qlのみを採用することとすれば， P(E) 
は次の表現形式となるo
P(E) =Ek.e-EJs {エ，CnEn} ・H ・-……側
この表示は， exp(E/s)・P(E)を実際的に必要な有
限区間内で多項式近i以Lたと考えることもでき，もち
ろん表示:
P(E) =e-EJ80f(E) =e-EJs. CLCnE叫}
(ι=~当旦L) 聞
において， CO=C1=…=Gι1= 0およびClcキ0 とお
いた Specialcaseそのものである。
さて， P(E)の積率母関数が，
Aαコ t
M(t)三 etE.P(E)dE=2: am(1-st)-m 
J 0 肌 =1
..・・(細
のごとく展開されるならば，
P(E)= ~ a抗Pr(E;s，m)
m=l 
??
??
?• ??• • • • • • • • • ?• ?
のごとく，r-分布型展開表示が可能なこと明白であ
る。式(2)と同じ変数変換および式闘を用いて，
M(す )=j:eや .P(E)dE
Aαコ E
=2:Cn I e $X ・EndE=:E
由=0 J 0 叫 =0
Cns官+lr(n+l)xn+1 ・H ・H ・..……側
の関係が得られる。これが式(担)に対応する具体的表
I'J' 
M(か語。an+l(l-st)-(n+1> ••••••••••••• "(41) 
であり， したがって Levyの連続去式から，一般展
開表示伽)に対応する具体的表現は次のごとくなる。
P(E) =2: an+1Pr(E;s，n+1) 
叫=0 ……(胡
a叫+1= Cnsn+lr(n+ 1)， C叫=f(n)(O)/n!J
ここに，各展開項には，母数 (n+ 1)の階紐的に
異なる r-分布表示:
Pr(E;s，n+l)= 1 E切+l)-le-EJs
r(n+l)sn+l 
..........・・・・・闘
が位置しており，今一つの母数sは実験的に算出した
Eの平均から次の関係で求められるG
s= _ 1 くE> ・H ・幽
n十1
結局，所与確率密度分布 P(E)が，Aを適当な正
数にとって，
p(E)=e-AE・f(E)= e-AE. L:CnE叫n ・H ・-……(咽
の形で表示し得るならば，このP (E)は次のように
r-分布群で展開構成可能である。
旦 r(n+ l)c，~ nJ¥ 
P(E) =とodn+1PO;7，n+リ
・..・(拙
もし，工学的要求を充すべく正の A 値を適当にと
り，かつ各展開係数 C叫が実際的適用に必要な項数の
範囲ですべて正値を示すなら，この展開表示の収触は
極めて速しこれは各展開項間で直交性は失なわれる
が，同ーの r-分布型で逐次階級的に加算展開近似し
てゆける利点と共に，実際上価値ある側面となろう o
また，式側のごとく. P(E)が E=OでK位の零
点をもっ時は式側で f(E)の位置に
:2::~En+k 
n 
を置き，同様な計算過程を経て次の展開表示を導出し
うる。
p(E)=e-AE・Ek.2:C叫E叫n 
=呈 r(川主2弘一Pr(E;---.!..n十k+li
叫=u .IJ'''' 110'ゐ ./1
(s=す) ? ? ????
ここに，展開係数 C叫は.P(E)から
ψ(E) = eAEE-kp(E) = eAE・q(E)
をつくり，徴分に関する Leibnizの公式と. Talor 
展開を用いて，
1 (" d ¥官 1~=ー~(A十一一rq(E) I …・………国)T¥dE) ~，-~ I E=O 
のごとく決定される。
以上， P(E)のr-分布型展開表示に必要な事項を
列記しておこう o
(a) E= 0で P(E)はー 1位より大きい位数の零
点を含み，正の領域でのみ定義されている。
(叫 E=Oで P(E)がk{立の零点 (kく0ならE
=0は実は∞となる)をもつならば r-分布展
開は変動母数k+lから初項が始まる口
(c) 今一つ，母数 s=1/.1は ι 分布型展開各項に
おいて不変となりp くE>と結びついているD
(d) q(E)=E-k・P(E)をつくる時. q(E)は E=
Oの近傍で逐次の右徴係数をもっ。
(e) ψ(E)=eAE ・q(E) をベき級数2:~Eπ の形に
展開したとき，これが出来るだけ速かに収触する
よう d を適当にえらぶことも時に可能である。
(f) この条件下で. P(E)は式聞の形でr-分布型
展開表示でき，その展開係数は，式協)で与えられ
る。
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(g) P(E)に関するE→∞近傍で、の減衰特性e-E1，
と零点E=O近傍での特性E1cは，このr-分布型
展開を決定するのに重要な特徴量である。工学的
に要求される許容誤差の範囲内でEの十分大なる
附近の犠牲にし，展開 (47)の収散が十分速くなる
よう適当に Bを撰定することも可能である。
さらに，式闘の形態で近似できるP(E)のr-分布
型展開構成祖国について 2，3具体例をあげておく o
(i) P(E) = Ae-AE2Fl(a.b;c;KE) 
=A 三エ位Ei旦~Knpr(E;~ n十li
品目;:0Aη+1(C)n ¥' ノ
-・ a・..・-唱曲
(ii) P(E)ニAe-Al"lF1(α;r;E)=Aen-A)E 
lF1(r一α;r;-E)
=ーA芝 (α〉叫 Pl(E;土日1
1(γ〉世 ¥j
4.4.....・側
ここに記号:
(1)叫=1(1+1)...・H ・.(l+n-1)，(の。=1……闘
を用いた。
特に， (瑚の Bessel-型平均 Energy分布に対して
は，関係:
μ(-}-届日=(〆面)m-l呈(〆国別加
A V ~~O / ¥ 2，f位=0n!r(m+n) 
・・・悶
を用いて，
P(E)ニ[(去)me-Eo/2γE/2A・Em-l
官 _n( 1¥2叫
2 吋¥2T) En ・.・H ・-……倒
n!r(m十n)
の形に表現できるから，ここに与えた手法からは，対
応関係:
A==-:A-， k=m-l. C帽 ~o叫(1/~旦竺…・同2A ' _. -- ~，~.. nlr(m十n)
のもと，式聞から直ちに.Bessel-分布のr-分布型展
開構成が次のごとく算出されるD
P(E) = e -Eo/2À 言。~~ogA)2n Pr ( 
E;2A.n+m) ・H ・..……防)
これは，自由度 2m，偏心率 e;(ニEo/2A) の非心，
chi-square分布そのもので， もちろん式制と全く一
致している口
6 K変量雑音強度結合確率分布の
r-分布型展開構成
一雑音設を，一般に時間・空間・周波数・波長定数
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などの差に基づく位相的行路差があるような 2カ所以
上，たとえばk個の点で観測したり，種々の要因に基
づく k個の互いに相関ある不規則信号波に着目すると
き，その各観測点や各不規則波におけるるk個の強度
の相対的な変動状態の差を定量的に調べるには，まず
基本的問題として，相関あるk個の結合強度確率分布
表示を導出することが必要であるoT}即
今，このようなk個の不規則波 Gh(t)(h =1，2，… 
…， k)が定常確率過程に従うものとして， われわれ
は，一般に観測を通してなまの不規則現象からつかみ
うる informationが観測計器の memoryや重みに
も影響された一種の平均像で、あることから，簡単に次
の強度表現を採用することができる口
Eh(=Rhヤっ~ rt2Gh2(t)dt(T=t2-tl)…・唱団
~ 0/ t
1 e 
一般に tとともに不規則動揺する Gh(t)は1fTを重
価とする正規直交関数系 {~i(t)} を用いて，
Gh(t) =~gh，i~i(t) 
"，.，¥_ 1 rt2~. i+，¥，，，.f+"¥;!+ ~.…・側gh，i= (Gh ，的)==τ~ I Gh(t)~i(t)dt r 
~ .， t
1 
} 
Tこだし，
(的 ，~j)=↓ l 弘(t)~j(t)dt= 8ij (kronecherの
~ 0/ t
1 
記法) ・H ・-…・・倒
で表示きれ， Parseval完全関係から，
normIIGhll===(Gh，G心
は， (1)式の観測の重みを考慮した平均 energyEhそ
のものを与え，関数空間内，次の球形和の形で表わし
得ることをすでに発表している16)
N 
Eft(三 Rh2)=三~1.hi2 (1.h，i==ghi，超球) ..・ H ・-倒
さらに，各展開係数がk次元正規分布のN個の独立な
積からなる結合分布に従う時，Eh(h=1， 2，・H ・H ・..k)
の結合積率母関数が，次の表示で与えられることも以
前;諒した (m=N/2)o
M(t1> t2 • …… .tk)=(1(8問 -PpqVSpSq tpJ ])-m 
(P.q=1，2，……，k) ・H ・H ・..……(間)
式(1)(2)におけると全く同じ手法を用いて式(闘を次のご
とく変形する。
，.k 
M(tht2，….. .tr.:) = I lT(1-sptp) 
'"-p=1 
.( I[~'pq-PピTq tL-J !)Jm 
h 
=F(χ10 1.2•…… ,1.k) lT (1-sptp)ー 悦 ・H ・H ・.(61)
p=1 
ただし，変数変換:
(1-sptp) = 1/χp (p=1，2，……，k}..・H ・..……(62)
を用い，ここに
F(χ1'1.2，……χk) =.6.-叫
ム三 I8pqー 〆面面P企1=
1 -sptp 
1 k12(1-χ1)， k13C1-χ1)，…，ktk(lー χ1)
k21(1ー χ2)， 1 ，k23C1-χ2)，…，k2k(1ー χ2)
k81C1ー χs)，ks2(1ー χ3)， 1 ，…，kskC1ー χ8)
…kr.:-1kC1ー χk-l)
kr.:1 (1ー χ心，kk2C1-1.k)，kks(l-1.k).…. 1
.......~闘
であるo
公知のごとく，多変量 Taylor展開によれば，一般
に次の展開表示が可能で、あるo
F(χ1.凡…...，1.k) =:E 一一一 1一一一
ν1"・νk 1I1!ν2!" .νι! 
...~ 811+ν2+……均F(O.O.…，0)
χ ， "1χ9....~χk"佑白 u. 
8χ1"18χz'z・…・ 8χhι
・・・1凶
式側より，。Fj81.1=8F/aム・0ム/81.1，
。ム/8X1=
o ，-k12 一k13 ・H ・".-k1k I} 
k21C1ー χ2)，1 ，k28C1ー χ2).……，k2k(l-χ2)
ks1C1ー χS)，k32(1-χ8).
kr.:1 (1-1.k). kk2(1-χ心，kka(l-χk)....，k比(1ー χk)
... …・・(白)
/Ci'V 2_ 8 ! aF aム ¥θム 8 / 8F¥ θ2FIδχ1 -一一一f一一・一一一 1= 一一一・一一-(~，8X1 ¥ 8ム θχ11 8X1 -8X1¥8.6. ) 
=(誌)215 . ~ .. . . .. .・(醐
θνlFθム ¥ν1d';IF 
Oχ1ν1 =¥8可-)dム1'1<1 ......・・(聞
なる各算出過程を経て，次の偏徴分係数が導かれる。
。ν1+ν2+'"均 F (θA¥111 (θム ¥ν2
¥Bχ1 J ¥θχ2 J 。χ11θχzν2...8χh 、/、/
(-f J1+均+...+均Fθム¥d8Xk J Aムν1+ν2+・・・+
~(8ム\lIi dν1+ν2+…十均ム-m・ 戸ー時ー ーー ーー -ー一一一ー 一i'~l\ âXi J dムν1+12+…νh
ν1+均十…+均
=( -1) ・m(m+1)…(m十ν1
一(m+1I1+…+均〉
+νz十・・・+均一1).1
.fJ長)川 ?? ??????• • • ?? ?• • • • • • • ?
すなわち，式側との関連において論ず、るため，式(闘
右辺に現われるa，6.jaX1およびムの，χj==0 (Vj)におけ
る値を算出しておこう o
。ム/θx11
xj-OCVD 
o -k -k18…k1kl = I 0 k12 k13…k1k 
k21 1 k28 .， k2kl (ー1)Ik21 1 k23.. k2k 
Ik81 kS2 1…kak 
kk1 kk2 kka...kkk-l 1 jkl kk2 kk3・. 1 
・・・(69)
，6. 1 
xj-OCVj) 
ニ [1 k12 k18.・k1k
k21 1 k2a…k2k 1 |・…問)
kk1 kk2 kkS.....・1
式(6乱聞を考慮した式(68)を式(聞に代入し，さらに(回)式
カ込ら，
(1-sptp)-m_x/P= (1-sptp)ー (m十町)・H ・.(71)
の関係がある点に着目して，結局，式側， (61)で与えら
れた結合積率母関数は次の表示に帰着する。
M(tr. t2 •• …・・， tk〕 =22...2 1 
ノ ν1νzνkν1!ν2!・H 均 l
(TI-， (1-sptp)-(m+均)ZIG-s向) )・(m)V1+均十 +均
?
???
? ?
?
?
???
?，?」?
??
???』?
??
?
??
??
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
???
?
?
? ?
??
?。。
??
?????
?
???
』
???
??
? ?
?
? ?
?。??
?
?
? ? ? ? ?
? ?
? ? ?
• 
? ??
??
?
?
????
?
? ??
?
?
?
?
??
???????
?
?
??』???
?
??
??
?
??
?????
?
「
? ?
??
? ?
??
?
??
?? ?
?
•• 
• • • 
_:E~…'LC(Vl ， V2' .νk)(1-S1t1) -(m+v1) 
.11ν .Ik 
(1-S2t2)一(m+V2)…・・(1-Sktk)ー (m+均〕
-ー・・・・・・(72)
ここに，次の記号を使用した。
(m)n=m(m+l)(m十2)…(m+n-l) ) 
=r(m十n)jr(m) …伺)
kpq=Ppq〆Sqjsp， kpq-kqp==Ppq2 
従ってLevyの連続公式から，式(出)のk変量結合r-分
布 P(El.E2，....Ek)は，次のようにF一分布型展開構
成表で示することが出来る口
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P(E1 .E2 • ...Ek.) =認号
C(.I1，.I2.…均)Pr(E1;S1.m+ν0・Pr
(E2;S2.m+)l2)……PI (Ek;sk.m+均〉…・.".(74) 
ただし，この展開係数は次の表示で与えられる。
C(ν1，)12，…叫 1 r(m+ν1+νz±二土生]
V1!ν2!"・均 r(m)
・10 k12 k18…klklv1・11 k12 k13…k1klvz 
k21 1 k28 ・ k鈎 Ikz1 0 k23 … kZk 
k81 k82 1…k8kl Ik81 k82 1…kak 
kkl kk2…kkk-l 11 Ikkl kk2…k枕寸 1
1 k12 k18… klk¥νs…¥1 k12 k18… k1制均
k21 1 k28. .， kzkl Ik21 1 k28 k2k 
kS1 k82 O. .， kSk 
kkl kk2… kkk-l1 
kS1 kS2 1 kak 
kkl kk2…kkk-10 
1 k12 k13.. k1kl-(m+v1 +均+川
k21 1 k28 ・ k2k 
..問
特に 2変量 (k= 2)， すなわち式側で与えられ
た結合r-分布表示のr-分布型展開構成に対しては，
まずk=2とした展開係数:
C(Vl ， h〕 =-1-Z臼1十円士~ハ!ν2! r(m) 
1 p~ 一向尚瓦|九 |1-P1d玩~ Iν2 
P21〆Sl/S2 1 I P21〆S1/S2 0 
-11-pd早川一(m+Vl+ν2)
P21〆St!S2 1 
1 ・r(m+ν1+νV(-P12/，1 +νz 
ν1!V2! - r(m) 
(1-P122)ー (m+V1+V2) ……...・H ・..聞
が算出され，式仰の展開表示は，この場合，次のよう
な表現形式となる口
1 r(m十円+V2)
P(E1，E2)=:E:E一一一一一~~ V}!V2! r(m) 
( -1/1+ν2p122 (ν1+ν2)0-P122)一(m+ν1+)12)
-Pr(E1;S1，m+ν1)Pr(E2;S2，m+均〕……間
この展開表示の初項は 3で求めた式(32)の表示と全
く一致してしる O
次に，式倒に関連してのベた母数Sv S2に関する捜
択の任意性から，結合 F一分布に対する間式とは異っ
た形式での種々の r-分布型展開構成も可能なことが
わかるD
すなわち，今まで用した母数 Sl. S2の位置に，
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51 (1-PI22)， 52(1-P122)を採用してみる o置換 Xi=
5iti(i = 1，2)のもと，式(31)の積率母関数は次のように
変形することが出来る。
M(t1， t2)::: (1ー (Xl+X2)+(1-P122)玄lX2-前
= (1-P122)m[l-P122ー (1-P122)(Xl十X2)
+ (1-P122)2XtX2]-m = (1-P122)明[1
一(1-P122)(Xl +玄2)+ (1-P122)2XIX2 -Plz2Jー 前
= (1-P122)m((1-(1-P122JXl)(1ー (1
-P122)X2) -P122)ー 地=(1-PIZ2)m( (1-[1 
-P122)Xl)(1-(1-PI22)xz))-m {1-PJ22jY}-m 
・・………口町田
Tこだし，
Y==(1-(1-PI22Jx1)(1-[I -P122)X2)・.. . ~・ H・-聞
であるD 公知の展開公式:
C1-X)-m=l+mx+l-m)(-m-!Lx2+ 
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+m(m+1)…(m十n-1)..nム制)
n! 一・ 山 F
を適用して，式聞は次の表示に書き改められる。
M(t1，t2)= (1ー凶机Y唱。当)n(P122)叫y-n
=0一副者4炉122n[(1一[1一向陶d凶昌♂2JSlω
(1ト一h
結局.Levyの連続公式から結合r一分布に対する式
聞とは少し異った F一分布型展開構成として次の表示
が結果される口
P但I，E2)=(1一副叫203hpizhPi
(E1;(1-PIZ2)sl，m+n)P r(Ez， (1-Plz2)5z，m+n) 
・(82)
もちろん，
Pr(Ei; (1-PJ22)si，m+n) = 
r(m+n)[(1-P122)5iJ前刊
明 +n-1e-Ei/(I -P122)5i ・H ・-・……(田)
は 2つの母数m+nと(1-PI22)SiをもっF-分布で
あるD 式m)，闘の両展開表示は，共に母数の階観的に
異なる同ーの r-分布群で加算的に構成されうるとい
った実用上の簡便さをもち合わせており，さらに闘式
は各展開係数が常に正値を示し，展開係数が正負に振
動する式問より，収触の速さが極めて大なる特徴をも
ち合わせている口この点， 式回)は，式u!自の非心 chi-
square分布と同様な実際的長所を有しているといえ
ようo
7結曹
以上，われわれは，正領域でのみ揺らぐ結果的な任
意不規則現象の確率密度分布表示が，正規直交関数展
開といった正攻法をとらず，直交性を犠牲にする代り
に，工学的要求に沿う他の実際的側面での有効性を重
視して，母数が逐次階級的に異なる一定の r-分布群
で展開構成され得ることを具体例と共に一般的に示し
た。問題の性質からこの解析方法が広く物理装置の
Energy検出に伴う揺らぎ確率分布に広範囲に適用さ
れ得ることが直察される。
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〔付記]
本論文は Proceedingsof ]apan National Cong-
ress for Applied Mechanics (1957&1958)誌上で
部分的に言及しているものの背景ならびにその工学的
意義を詳論したものであるo
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